
بهینهسازی
امقید ن مبانیبهینهسازی
روشهاینیوتنوشبهنیوتن

محسنهوشمند
هدانشکدهتکنولوژیاطلاعاتوعلمرایان

هزنجاندانشگاهتحصیلاتتکمیلیعلومپای



روشهایتاکنون

گرادیاننزولیمبتنیبرمشتقمرتبهاول

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 − 𝛼𝑖 𝛻𝑓 𝒙𝑖 ⟸ گن
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖 −𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛽𝑖𝒑𝑖 ⟸ مگ

دوممرتبهمشتقمبتنیبرروشی
ماتریسهسی

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 − 𝛼𝑖𝐻
−۱𝛻𝑓 𝒙𝒊 ⟸ نیوتن



روشهایتاکنون

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

تاکنون

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 − 𝛼𝑖𝑉𝑖𝛁𝑓 𝒙𝑖
𝑇

𝑉𝑖 = 𝐼
؟

𝑉𝑖 = 𝐻−۱
؟



روشنیوتن

𝑓 𝒙𝑖 + 𝒑𝒊 ≈ 𝑓 𝒙𝑖 + 𝛻𝑓 𝒙𝑖
𝑇𝒑𝒊 +

1

2
𝒑𝒊

𝑇𝛻2𝑓 𝒙𝑖 𝒑𝒊

𝑓 𝒙𝑖 + 𝒑𝒊 ≈ 𝑓 𝒙𝑖 + 𝒈𝑖
𝑇𝒑𝒊 +

1

2
𝒑𝒊

𝑇𝑯𝑖𝒑𝒊

𝑞(𝒑)

𝑞(𝒑)کاهندهتقریبدرجةدو𝒑:روشنیوتن

𝛻𝑞 𝒑𝒊 = 𝒈 + 𝐻𝒑𝒊 = 𝟎

معادلةنیوتن
𝐻𝒑 = −𝐠

𝒑𝒊 = −𝑯𝒊
−𝟏𝒈𝒊

𝒑𝒌جهتنیوتن



روششبهنیوتن

ودیویدن
آزمایشگاهملیآرگونه
شمسی۳۰دردهه

شمسی۱۳۷۰اولینشمارةسیامدربارهبهینهسازیدرسال

بینروشتندتریننزولوروشنیوتن

غیرعملیبودنمحاسبةماتریسهسی

تقریبماتریسوارونهسی



الگوریتم-روششبهنیوتن

اُم-𝑖مرحله
𝒑𝒊 = −𝐵𝑖

−𝟏𝒈𝒊

𝒙𝑖+۱ = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝒊(ناکامل)باجستجوخط
𝒈𝒊+۱ = 𝛻𝑓(𝒙𝑖+۱)

𝐵𝑖+1 ∝ (𝐵𝑖 ,𝒙𝑖+۱-𝒙𝑖 ,𝒈𝒊+۱-𝒈𝒊)



روششبهنیوتن

ماتریسهسی
بالایاغیرممکنیمحاسبةدقیقهسیهزینة

؟چگونه
تقریبیهسی

𝐵𝑖دارایاطلاع
مناسباستفادهازنوکردن
اولکردنماتریسدرهرتکراربااستفادهازاطلاعمرتبهبروز
استفادهازمنحنیاندازهگیریشدهدرطولقدمفعلی



روششبهنیوتن

𝑚𝑖 𝒑 = 𝑓𝑖 + 𝒑𝑇𝛻𝑓𝑖 + 𝒑𝑇𝐵𝑖𝒑

𝐵𝑖تخمینیاز𝛻2𝑓(𝒙𝑖)
ماتریسمثبتمعینمتقارن
شدنمقدارماتریسدرهرتکراربروز

𝛻𝑚𝑖 𝒑 = 𝛻𝑓𝑖 + 𝐵𝑖𝒑

𝒑 = 𝟎
𝑚𝑖 𝟎 = 𝑓𝑖

𝛻𝑚𝑖 𝟎 = 𝛻𝑓𝑖

𝑚𝑖 𝒑تابعدرجةدوکوژ
کمینهسازتابع

𝒑𝑖 = −𝐵𝑖
−۱𝛻𝑓𝑖

𝒙𝑖+۱ = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖باضریبیبرآوردهکنندةشرطهایوولف
مشابهروشنیوتن

باتخمینبهجایمقدارمعکوسهسی



روششبهنیوتن

استفادهاز𝒙𝑖+۱ایجادمدلجدیدحولنقطة
𝑚𝑖+۱ 𝒑 = 𝑓𝑖+۱ + 𝒑𝑇𝛻𝑓𝑖+۱ + 𝒑𝑇𝐵𝑖+۱𝒑

𝐵𝑖+۱بهدنبال
براساسدانشبدستآمدهدرمراحلآخر

برابریگرادیان𝑚𝑖+۱دردونقطه𝒙𝑖و𝒙𝑖+۱
𝛻𝑚𝑖+۱ 𝟎 = 𝛻𝑓𝑖+۱
𝛻𝑚𝑖+۱ −𝛼𝑖𝒑𝑖 = 𝛻𝑓𝑖+۱ − 𝐵𝑖+۱𝒔𝑖
𝛻𝑚𝑖+۱ −𝛼𝑖𝒑𝑖 = 𝛻𝑓𝑖

𝛻𝑓𝑖 = 𝛻𝑓𝑖+۱ − 𝐵𝑖+۱𝒔𝑖
𝐵𝑖+۱𝒔𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖+۱ − 𝛻𝑓 𝒙𝑖

معادلةوتر»معروفبه»

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒔𝑖 = 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖



ادامه-روششبهنیوتن

چگونه؟
𝐵𝑖دارایاطلاع
نوکردنمناسببااستفادهازاطلاعاتقبلی

𝐵𝑖+1محاسبة
𝛻𝑓 𝒙𝑖+1 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖 − 𝐵𝑖+1𝒔𝑖

یا
𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖+1 − 𝛻𝑓 𝒙𝑖

(نمایشهایدیگر(«معادلةوتر»معروفبه
𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖

𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝒚𝑖

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒔𝑖 = 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒈𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖
𝒚𝑖 = 𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖



ادامه-روششبهنیوتن

همچنینخواهان
تقارن𝐵𝑖+1
اختلافکم𝐵𝑖+1با𝐵𝑖
𝐵𝑖،آنگاهمثبتمعین𝐵𝑖+1مثبتمعین

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒔𝑖 = 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒈𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖
𝒚𝑖 = 𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖
𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝒚𝑖



کی-نوکردنمتقارنرتبة–روششبهنیوتن

نوکردنباماتریسرتبةیک
𝐵𝑖+1 = 𝐵𝑖 + 𝑎𝒖𝒖𝑇

𝑎 = 𝑎یا1+ = −۱
انتخاب𝑎و𝒖باشدمعادلةوتربهنحویکهبرآوردهساز

𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝐲𝑖 ⟹ 𝐵𝑖𝒔𝑖 + 𝑎𝒖𝒖𝑇𝒔𝑖 = 𝐲𝑖
⟹ 𝑎𝒖𝑇𝒔𝑖 𝒖 = 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖

𝒖𝑇𝒔𝑖صرفاضریب،پسجابجاپذیر

𝐲𝑖ازضریبیuپس − 𝐵𝑖𝒔𝑖
𝒖 = 𝜁(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 = 𝑎𝜁2 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖
𝑇𝒔𝑖

𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 = 𝑎𝜁2[𝒔𝑖
𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)](𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒔𝑖 = 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝒈𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖
𝒚𝑖 = 𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖
𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝒚𝑖



کی-نوکردنمتقارنرتبة–روششبهنیوتن

𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 = 𝑎𝜁2 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖
𝑇𝒔𝑖

𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 = 𝑎𝜁2[𝒔𝑖
𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)](𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝑎
برابرعلامت[𝒔𝑖

𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)]

𝜁

±[𝒔𝑖
𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)]

−
1

2

یکرتبةنوکردنباماتریس
𝐵𝑖+1 = 𝐵𝑖 + 𝑎𝒖𝒖𝑇

𝒖 = 𝜁(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

وتریکبرآوردهکنندةمعادلة-نوکردنمتقارنرتبه:نتیجه
𝐵𝑖+1 = 𝐵𝑖 + 𝑎𝜁2(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝑇



کی-نوکردنمتقارنرتبة–روششبهنیوتن

𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 = 𝑎𝜁2 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖
𝑇𝒔𝑖

𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖 = 𝑎𝜁2[𝒔𝑖
𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)](𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝑎
برابرعلامت[𝒔𝑖

𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)]

𝜁

±[𝒔𝑖
𝑇(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)]

−
1

2

یکرتبةنوکردنباماتریس
𝐵𝑖+1 = 𝐵𝑖 + 𝑎𝒖𝒖𝑇

𝒖 = 𝜁(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

وتریکبرآوردهکنندةمعادلة-نوکردنمتقارنرتبه:نتیجه

𝐵𝑖+1 = 𝐵𝑖 +
(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝑇

(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)
𝑇𝒔𝑖



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐵𝑖+1درواقعبهدنبالمعکوس



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐵𝑖+1درواقعبهدنبالمعکوس

وودباری-موریسن-قضیةمعادلهشرمن

𝐴اگر ∈ ℝ𝑛×𝑛و𝒖,𝒗 ∈ ℝ𝑛و𝐴 + 𝒖𝒗𝑇ناتکینباشد،آنگاهمعکوسآنبرابراستبا

𝐴 + 𝒖𝒗𝑇 −1 = 𝐴−1 −
𝐴−1𝒖𝒗𝑇𝐴−1

1 + 𝒗𝑇𝐴−1𝒖

تمرین-اثبات



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐵𝑖+1درواقعبهدنبالمعکوس

وودباری-موریسن-قضیةمعادلهشرمنتعمیم

𝐴اگر ∈ ℝ𝑛×𝑛وU,𝑉 ∈ ℝ𝑛×𝑑آنگاه𝐴 + 𝑈𝑉𝑇معکوسپذیرخواهدبوداگروفقطاگر𝐼 + 𝑉𝑇𝐴−1𝑈
:دراینصورت.معکوسپذیرباشد

𝐴 + 𝑈𝑉𝑇 −1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝑈(𝐼 + 𝑉𝑇𝐴−1𝑈)−1𝑉𝑇𝐴−1



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐵𝑖+1درواقعبهدنبالمعکوس

وودباری-موریسن-قضیةمعادلهشرمن

𝐴اگر ∈ ℝ𝑛×𝑛و𝒖,𝒗 ∈ ℝ𝑛و𝐴 + 𝒖𝒗𝑇ناتکینباشد،آنگاهمعکوسآنبرابراستبا

𝐴 + 𝒖𝒗𝑇 −1 = 𝐴−1 −
𝐴−1𝒖𝒗𝑇𝐴−1

1 + 𝒗𝑇𝐴−1𝒖

:Bمعکوس۱H-آنگاهمر

𝐻𝑖+1 = 𝐻𝑖 +
(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)

𝑇

(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)
𝑇𝒚𝑖

𝐵𝑖+1 = 𝐵𝑖 +
(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝑇

(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)
𝑇𝒔𝑖



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐵𝑖+۱ = 𝐵𝑖 +
(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)

𝑇

(𝐲𝑖 − 𝐵𝑖𝒔𝑖)
𝑇𝒔𝑖

:Bمعکوس۱H-آنگاهنوکردنمر

𝐻𝑖+۱ = 𝐻𝑖 +
(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)

𝑇

(𝑠 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)
𝑇𝒚𝑖



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐲𝑖)امکانصفربودن − 𝐵𝑖𝒔𝑖)
𝑇𝒔𝑖



ادامه-(۱-مر)یک-نوکردنمتقارنرتبة

𝐲𝑖)امکانصفربودن − 𝐵𝑖𝒔𝑖)
𝑇𝒔𝑖

عدمرعایتمثبتمعینبودن

𝐻𝑖+۱ = 𝐻𝑖 +
(𝐬𝑖 −𝐻𝑖𝒚𝑖)(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)

𝑇

(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)
𝑇𝒚𝑖



روشهاینوکردنتکراریشبهنیوتندیگر

۱-مر

𝐻𝑖+۱ = 𝐻𝑖 +
(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)

𝑇

(𝐬𝑖 − 𝐻𝑖𝒚𝑖)
𝑇𝒚𝑖



روشهاینوکردنتکراریشبهنیوتندیگر

DFPپاول-فلچر-دیویدن

𝐻𝑖+۱ = 𝐻𝑖 −
𝐻𝑖𝒚𝑖𝒚𝑖

𝑇𝐻𝑖
𝒚𝑖

𝑇𝐻𝑖𝒚𝑖
+
𝐬𝑖𝒔𝑖

𝑇

𝒚𝑖
𝑇𝒔𝑖



روشهاینوکردنتکراریشبهنیوتندیگر

BFGSشانو-گولدفرب-فلچر-برویدن

𝛾𝑖 =
1

𝒚𝑖
𝑇𝒔𝑖

𝐻𝑖+۱ = 𝐼 − 𝛾𝑖𝐬𝑖𝒚𝑖
𝑇 𝐻𝑖 𝐼 − 𝛾𝑖𝐲𝑖𝒔𝑖

𝑇 + 𝛾𝑖𝐬𝑖𝒔𝑖
𝑇



روشهاینوکردنتکراریشبهنیوتندیگر

BFGSشانو-گولدفرب-فلچر-برویدن

𝛾𝑖 =
1

𝒚𝑖
𝑇𝒔𝑖

𝐻𝑖+۱ = 𝐼 − 𝛾𝑖𝐬𝑖𝒚𝑖
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𝐵0 = 𝐼

𝐵0 = 𝐻 −۱

اگرتابعدرجهدوباشد
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اگرتابعغیردرجهدو
شنمعمولاسریعترازگم
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الگوریتم

𝜖و𝒙0انتخاب

𝐻0محاسبهماتریسوارونهسی

𝑖 = 0

𝛻𝑓𝑖تازمان > 𝜖
محاسبةجهتجستجو

𝒑𝑖 = −𝐻𝑖𝛻𝑓𝑖
𝒙𝑖+۱ = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

باجستجویخطتایافتنمقداربرآوردهکنندهشرطوولف𝛼𝑖یافتن

𝒔𝑖 = 𝒙𝑖+۱ − 𝒙𝑖

𝒚𝑖 = 𝛻f𝑖+۱ − 𝛻f𝑖

𝛾𝑖 =
1

𝒚𝑖
𝑇𝒔𝑖

𝐻𝑖+۱ = 𝐼 − 𝛾𝑖𝐬𝑖𝒚𝑖
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𝑇
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خانوادهبریدون
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شانو-گولدفرب-فلچر-برویدن

DFPپاول-فلچر-دیویدن



خانوادهبریدون
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𝑇
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𝒚𝑖

𝒚𝑖
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شانو-گولدفرب-فلچر-برویدن
𝜙𝑖 = 0

DFPپاول-فلچر-دیویدن

𝜙𝑖 = ۱



خانوادهبریدون

ترکیب
𝐵𝑖+۱ = ۱ − 𝜙𝑖 𝐵𝑖+۱

𝐵𝐹𝐺𝑆 + 𝜙𝑖𝐵𝑖+۱
𝐷𝐹𝑃

شانو-گولدفرب-فلچر-برویدن
𝜙𝑖 = 0

DFPپاول-فلچر-داویدون

𝜙𝑖 = ۱



شبهنیوتن

هزینةبالایاغیرممکنیمحاسبةدقیقهسی

تقریبیهسی

بروزکردنماتریسدرهرتکراربااستفادهازاطلاعمرتبهاول

مزایا
صرفااستفادهازمشتقمرتبهاول
ماتریستقریبوارونهسیمثبتمعین

نشانگرنزول
𝑂(𝑛۲)ضرببهازایهرمرحله

معایب
امکاننبودجهتنزول
امکاندقیقنبودنتخمینهسی
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